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ヤコビ座標を用いたガウス関数展開法によるクーロン３体系の高精度計算
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【Abstract】The ultimate goal of the theoretical quantum chemistry and nuclear physics
is to solve the many-body Schrödinger equation[1]. Gaussian expansion method (GEM)
[2,3] is one of the most accurate ab initio method to attain this purpose. In GEM, all the
rearrangement channels of Jacobian coordinate are used to take full account of the cor-
relation between the particles. In this study, we applied GEM for three-body Coulombic
systems and evaluated various properties and densities as well as the energy components.
Our GEM results are in good agreement with the results obtained by Hylleraas type
wavefunction[4]. We also confirmed that our GEM wavefunction practically satisfies the
cusp condition, except for very short range of the interparticle distance.

【序】量子化学や原子核物理の理論研究の究極目標は, 多体シュレーディンガー方程式を
精密に解くことである [1]. 主に原子核物理で発展してきた変分的な精密解法の 1つにガウ
ス関数展開 (GEM)法 [2,3]がある. GEM法では全ての組換ヤコビ座標のセット (Fig.1)を
用いて, 等比数列レンジとした各座標のガウス関数の積を基底関数として, 全波動関数を
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と展開し, 全系のハミルトニアンを対角化してエネルギー固有値と固有関数を得る.
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Fig.1. Three Jacobian coordinates for 3body systems and the Gaussian basis functions

原子分子等の少数電子系では, 古くからHylleraas型波動関数等を用いた高精度変分計算
が行われてきたが, この方法はクーロン相互作用に特化され, 複雑な相互作用を含む原子
核・素粒子系への応用は困難である. 他方, 基底関数として首尾一貫してガウス型関数を
用いるGEM法は, 行列要素の評価が容易なため, 原子分子から原子核・素粒子系に至る 3
～6体系の束縛・共鳴状態, 散乱・反応計算にも応用されてきた. 本研究では, この汎用的
で高精度なGEM法をクーロン３体系へ適用して, エネルギーや各種の物理量期待値, 電
荷密度分布などを評価した. また, クーロン多体系の正確な波動関数の満たす条件として,
ビリアル定理および, カスプ条件 (電子間, 核-電子間)などを検証した.



【方法 (理論)】He様原子 (核電荷 Z)の３体系では, 電子と原子核の質量比をm/M → 0
とすれば, Fig.1の 3つのヤコビ座標は V座標 (c = 1, 2)と T座標 (c = 3)の２つとなる.
V座標は核-電子間の相関, T座標は 2電子間の相関の記述に重要である. 2粒子対分布関
数 ρ(r) ≡ 〈Ψ | δ(r − rij) |Ψ 〉 は 2粒子間距離 rij が rとなる確率分布を表す. 本研究では
GEM法で ρ(r)とその微分 ρ′(r) ≡ ∂ρ(r)/∂ rを求め, 両者の比から電荷密度のカスプ条件
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を検証した.ここで qiとmiは, それぞれ原子単位における粒子 iの電荷と質量である.

【結果・考察】表 1にHe原子基底状態の全エネルギーと, 核-電子間距離 ren, 電子間距離
reeのモーメント期待値 〈rkij〉を, Hylleraas型変分計算 [4]と本研究のGEM計算で比較し
た. 本研究のGEM計算は, Hylleraas型変分計算と 8～10桁の高精度で一致している.

Table 1. Comparison of the total energy and the moments 〈rkij〉 for the ground state of He atom
between GEM and Hylleraas type wavefunction, where ren and ree are the distances between
nucleus-electron and electron-electron, respectively. (Hartree atomic units)

Method Total energy 〈r+1
en 〉 〈r−1

en 〉 〈r+1
ee 〉 〈r−1

ee 〉
GEM -2.9037243766 0.92947229460 1.68831680073 1.42207025501 0.94581844979

Hylleraas[4] -2.9037243770 0.92947229487 1.68831680072 1.42207025557 0.94581844880
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Fig.2には, 電子間カスプ条件に関して短電子間距
離での (i) 電子対分布関数 ρ(r)と (ii) その微分との
比 ξ12(r)を示す. (a)緑破線は V座標のみ, (b)青
点線はT座標のみ, (c)赤実線はV座標とT座標の
両者を用いた GEM計算の結果である. r → 0の
極限を見ると, (a)では電子間の相関が考慮されて
いないため ξ12(0) = 0となり, 電子間カスプ条件が
満たされていない. 他方, (b), (c)では T座標によ
り電子相関が考慮されているため, rの小さな所で
ξ12(r) = −0.5へ収束している. 厳密には GEM法
ではガウス型基底関数を用いるので, r = 0では微
分 ρ′(r)はゼロとなり, 極短距離 (r < 0.001 bohr)で
は ξ12(r)に異常な振る舞いが見られるが, この点を
除けばガウス型関数を用いても実質的に充分な精度
で, 電子間カスプ条件を満たすことができる.
　分子軌道法では, 全波動関数が電子間距離に顕
には依存していないため, 電子間カスプ条件を満た
すことが困難であるが, GEM法では電子間カスプ
も, 核-電子間カスプも同程度の精度で記述できる.
GEM法はエネルギーのみならず, 電荷密度などの
局所的な特性を解析する上でも, 高精度で有望な方
法と期待される.
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