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量子電磁力学 (Quantum ElectroDynamics; QED)は光子と荷電粒子の相互作用を記述する場
の量子論である。場の量子論の解法としては従来から共変摂動論による方法が部分的に成功をお
さめているが、系の時間発展をQEDに基づいて第一原理的に時々刻々と追跡することには適用
できず、非摂動的な方法の開発が必要である。また、質点系の量子力学のように波動関数の時間
発展を計算するだけでは不十分で、場の演算子（ハイゼンベルク演算子）の時間発展を合わせて
計算する必要がある。われわれはQEDにおけるマクスウェル場とディラック場の量子場の方程
式を正準量子化のもとで数値的に解く方法を研究しているが [1–5]、その定式化と数値計算コード
の現状について報告する。
QEDでは電子と陽電子は 4成分ディラック場演算子 ψ̂(ct, r⃗)、光子はゲージ対称性を持つベ

クトル場演算子 ˆ⃗
A(ct, r⃗) で表される。以下、時空座標を x = (ct, r⃗) と表す。われわれはクー

ロンゲージ ∇⃗ · ˆ⃗
A(x) = 0 を用いる。それぞれが従う量子場の運動方程式はディラック方程式
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∂t ψ̂(x) =

{
−iℏcγ0γ⃗ · ∇⃗ − (Zee)γ

0γ⃗ · ˆ⃗
A(x) +mec

2γ0 + (Zee)Â0(x)
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ψ̂(x) とマクスウェル方程

式 −∇2Â0(x) = 4πρ̂e(x)、1
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c
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je(x) である。ここで電子電

荷密度演算子 ρ̂e(x) = Zee
ˆ̄ψ(x)γ0ψ̂(x)および電子電流密度演算子 ˆ⃗

je(x) = Ze e c
ˆ̄ψ(x)γ⃗ψ̂(x)で、

Ze = −1である。電磁気学の単位系はガウス単位系を用いる。ℏは換算プランク定数、cは真空中
の光速度を表す。eは電子電荷の大きさ（すなわち eは正）、meは電子質量を表す。γµはガンマ行
列である。場の演算子は次のような同時刻（反）交換関係

{
ψ̂α(ct, r⃗), ψ̂
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にしたがう（他の（反）

交換関係はゼロ）。ここで、電場横成分は ˆ⃗
ET (x) = −1

c
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∂
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∂t である。

物理量演算子（例えば上で挙げた ρ̂e(x)や
ˆ⃗
je(x)）は ψ̂(x)と ˆ⃗

A(x)で表され、それらの時々刻々
の時間発展を計算したいが、従来からある摂動論では t → ±∞で相互作用が無い理論（漸近場）
を想定して無限の過去と無限の未来の差を計算するもので、われわれの目的には適さない。われ
われは初期時刻 t = t0を想定し、t ≥ t0の全ての時刻にわたって場は相互作用していると考え、
t < t0では場は存在しないという境界条件を用いることにする。以下ではこの境界条件とマクス
ウェル方程式を用いて光子場を積分形で表すことにするが、このほうが数値計算上便利である。
具体的な形は、 ˆ⃗

A(ct, r⃗) =
ˆ⃗
Arad(ct, r⃗) +

ˆ⃗
AA(ct, r⃗)のように自由輻射場と遅延ポテンシャル項に分



けられ、それぞれ
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と表される。ここで、âp⃗σは光子の消滅演算子、p⃗は光子運動量、σは左右の円偏光を表し、e
kは偏

光ベクトル、ˆ⃗jT は電流演算子の横成分（div
ˆ⃗
jT (r⃗) = 0）である。これをディラック場の方程式に代入

して演算子の時間発展を求めるが、それに際して時空の変数を時間と空間に分離するためにディラッ
ク場を ψ̂(ct, r⃗) =

∑ND
n=1

∑
a=± êna(t)ψna(r⃗) と完全系で展開して電子の消滅演算子 ên+(t)と陽電

子の生成演算子 ên−(t)を定義する。このとき場の演算子の反交換関係は
{
êmb(t), ê

†
na(t)

}
= δmnδab

を意味することになる。簡単のため Êpcqd(t) ≡ ê†pc(t)êqd(t)という記法を導入すると、ディラック
場の運動方程式は
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dÊpcqd

dt
(u′)

}
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となる。微分方程式の係数は展開関数の組み合わせの空間積分で表されるが、詳細な定義は [5]や
講演要旨 4P088を参照されたい。本発表では、この演算子を行列表現して数値的に解く方法を議
論し、QEDのハミルトニアン演算子 ĤQED =

∫
d3r⃗ : ĤQED(x) :を数値的にもとめる方法を議論

する。ここで、::は c数の無限大を無視するという正規積を表し、ハミルトニアン密度演算子は、

ĤQED(x) =
1
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(
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− 1

c
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1

2c
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−iℏcψ̂†(x)γ0γk∂kψ̂(x) +mec
2ψ̂†(x)γ0ψ̂(x) (3)

である。
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