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　われわれは原子・分子系の時間発展シミュレーションを 4成分Rigged QED(Quantum Electro-

dynamics, 量子電磁力学)に基づいて行っている。Rigged QED [1]は電子・光子・原子核を全て

量子場として扱う理論である。QEDに基づいて場の量子論としての計算を行うためにはQEDハ

ミルトニアンの準備が必要となり、われわれはこの準備を thermalizationと呼んでいる。そのひ

とつに、遅延ポテンシャルを考慮するということがある。その際、遅延ポテンシャルに起因する

項の数値積分を計算する必要がある。遅延ポテンシャルとは、電磁気力の伝播速度 (光速)が有限

である効果を表わし、過去の履歴が積算されている。そのため、この数値積分は遅延時間を含み、

６重積分という大きな次元の積分になっている。そこで本研究では、後述の式に示すように遅延

時間を積分の中に現れない形にし、分子積分の公式を用いることによって効率的な積分を行う手

法を提案する。そして、積分値の振る舞いを示すことにする。

時間発展シミュレーション [2–4]に際して、ハイゼンベルク描像のもとで以下のような定式化を

行った。光子場についてはクーロンゲージでの正準量子化を採用する。原子核場については BO

近似を適用する。電子のディラック場は ψ̂(ct, r⃗) =
∑ND

n=1

∑
a=± êna(t)ψna(r⃗) として、外場中で

のDirac方程式の解 ψna(r⃗)（a = +,−はそれぞれ n番目の電子・陽電子軌道を表す）で展開し、

電子の消滅演算子 ên+(t)と陽電子の生成演算子 ên−(t)を定義する。これらを用いて電子の励起演

算子 Êpcqd ≡ ê†pc êqd を定義し、Êpcqd の初期状態 |Φ⟩での期待値 Epcqd(t) ≡ ⟨Φ| : Êpcqd(t) : |Φ⟩を密
度行列として定義する。いくつかの近似の下で導いた電子密度行列の時間発展方程式を解くこと

で、物理量演算子の期待値の時間発展が計算される。時間発展方程式を以下に示す。

dEnamb

dt
=Onamb +O†

namb

iℏOnamb =

ND∑
r=1

∑
e=±

hmbreEnare +

ND∑
r,p,q=1

∑
e,c,d=±

(mbre|pcqd)
(
EnareEpcqd − EnaqdEpcre

)
+

ND∑
r=1

∑
e=±

IjT mbre(t)Enare

+ [ 自由輻射場による寄与 ]

ここで、

hnamb =Tnamb +Mnamb +

Nn∑
a=1

(Zae)Vnamb(R⃗a) (1電子積分)

Tnamb =− iℏc
∫
d3r⃗ ψ†

na(r⃗)γ0γi∂iψmb(r⃗), Mnamb = mec
2

∫
d3r⃗ ψ†

na(r⃗)γ0ψmb(r⃗)

(運動エネルギー積分, 質量エネルギー積分)

Vnamb(R⃗) =(Zee)

∫
d3s⃗

ψ†
na(s⃗)ψmb(s⃗)

|s⃗− R⃗|
(核引力積分)

(namb|pcqd) =(Zee)
2

∫
d3r⃗ d3s⃗ ψ†

na(r⃗)ψmb(r⃗)
1

|r⃗ − s⃗|
ψ†
pc(s⃗)ψqd(s⃗) (2電子積分)



IjT mbre(t) =− 1

c3π

ND∑
p,q=1

∑
c,d=±

∫ t

0

du

∫ ∞

−∞
dα exp

(
iα(t− u)2

)
×
{
Ijj,mbrepcqdEpcqd(u) + IjE,mbrepcqd

dEpcqd

dt
(u)

}
(遅延ポテンシャルに起因する積分。遅延時間 u ≡ t− |r⃗ − s⃗|/c)

Ijj,mbrepcqd =
3∑

k=1

∫
d3r⃗ d3s⃗ jkmbre(r⃗)j

k
pcqd(s⃗) exp

(
−iα (r⃗ − s⃗)2

c2

)

IjE,mbrepcqd =
3∑

k=1

∫
d3r⃗ d3s⃗ jkmbre(r⃗)E

k
pcqd(s⃗) exp

(
−iα (r⃗ − s⃗)2

c2

)

jkpaqb(r⃗) =Ze e c
[
ψ†
pa(r⃗)γ0γkψqb(r⃗)

]
(電子電流密度), Ek

pcqd(s⃗) = −Zee

4π

∫
d3t⃗ ψ†

pc (⃗t)ψqd (⃗t)
(⃗t− s⃗)k

|⃗t− s⃗|3

である。ここで新たに、

Kjj,mbrepcqd(t− u) ≡
∫ ∞

−∞
dα exp

(
iα(t− u)2

)
Ijj,mbrepcqd(α)

=

∫ ∞

0

dα exp
(
iα(t− u)2

)
Ijj,mbrepcqd(α) +

∫ ∞

0

dα exp
(
−iα(t− u)2

)
Ijj,mbrepcqd(−α)

=

∫ ∞

0

dα
{
exp

(
iα(t− u)2

)
Ijj,mbrepcqd(α) + exp

(
−iα(t− u)2

)
[Ijj,rembqdpc(α)]∗

}
を定義する。本研究では、Ijj とKjj を計算し、その値の振る舞いを見る。Ijj を計算するために

は、以下の 4中心積分が計算できれば良い。∫
d3r⃗ d3s⃗ gi(r⃗)gj(r⃗)gk(s⃗)gl(s⃗) exp

(
−iα (r⃗ − s⃗)2

c2

)
(gi(r⃗)～gl(r⃗)は軌道指数 αi～αl、中心 R⃗i～R⃗l のガウス型関数)

gi(r⃗)～gl(r⃗)が全て s型ガウス関数であれば上式は以下のように計算できる。∫
d3r⃗ d3s⃗ gi(r⃗)gj(r⃗)gk(s⃗)gl(s⃗) exp

(
−iα (r⃗ − s⃗)2

c2

)
= π3B−3/2 exp(−C

B
|D⃗|2)

P⃗ =
αiR⃗i + αjR⃗j

αi + αj
, Q⃗ =

αkR⃗k + αlR⃗l

αk + αl
, D⃗ = P⃗ − Q⃗

αp = αi + αj , αq = αk + αl

A =
iα

c2
, B = A(αp + αq) + αpαq, C = αpαqA

s型以外のガウス関数についてはこの公式をパラメータ微分することで得られる [3]。得られた積

分公式を用いて Ijj を計算し、Kjj を数値積分する。なお、IjE の計算に必要となる 4中心積分に

ついても同様にして積分公式を得ることができる。
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