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「エネルギー地形」，すなわち系のエネルギーを座標の関数として描いたものは，系のダイ
ナミクスや統計的性質を視覚的な情報としてとらえる事を可能にしてくれる有用な概念である。
多自由度系のエネルギー地形を考える際には，全ての座標を描くことが不可能なので，特定の座
標を選択し，射影した地形を描くことになる。大規模な系では，現象の本質を捉えるのに適した
物理量が何であるかが必ずしも初めから明らかではなく，エネルギー地形を描く座標の選択によ
っては系についての重要な情報が失われることになる。本研究では，この射影の問題について，
運動方程式の観点から再考し，射影によって失われた情報を回復する方法を考察する。 

 
エネルギー地形には，射影する方式の違いによって「平均力ポテンシャル」と「自由エネルギ

ー地形」の 2種類が考えられる[1]。系の持つ全ての自由度をࢄ ൌ ሺ ଵܺ, ܺଶ, … , ܺேሻとし，ࢄの関数ܴଵሺࢄሻを１つ選んでこれに系の運動を射影して記述するとする。系の平衡分布をୣߩ୯ሺࢄሻとする
と，ܴଵの平衡分布ߩଵሺݎଵሻは，ディラックのデルタ関数を用いて次式で与えられる。 ߩଵሺݎଵሻ ൌ නߜሺܴଵሺࢄሻ െ  	ࢄሻdࢄ୯ሺୣߩଵሻݎ
この平衡分布の対数によって，ܴଵに射影された「自由エネルギー地形」ܩሺݎଵሻを定義する。 ܩሺݎଵሻ ൌ െ݇୆ܶ ln  。ଵሻ ݇୆はボルツマン定数，ܶは温度であるݎଵሺߩ
一方，「平均力」 ୑݂ሺݎଵሻを，ܴଵの値が与えられたときに系が感じる平均的な加速度として，
以下のように定義する。 

୑݂ሺݎଵሻ ൌ ;ሷଵݎ〉 〈ଵݎ ൌ ׬ ሷܴଵሺࢄሻߜሺܴଵሺࢄሻ െ ׬	ࢄሻdࢄ୯ሺୣߩଵሻݎ ሻࢄሺܴଵሺߜ െ 	ࢄሻdࢄ୯ሺୣߩଵሻݎ  

ここで、〈ݎሷଵ; ଵを与えたときの加速度ݎ	ሻの値ࢄଵ〉はܴଵሺݎ ሷܴଵሺࢄሻの平均値を表す。これを用いて，「平
均力ポテンシャル」 ୑ܸሺݎଵሻを，平均力を積分したものとして定義する。 

୑ܸሺݎଵሻ ൌ െන ୑݂ሺݎ′ሻdݎ′௥భ	  

 
実際には，ܴ ଵの加速度は平均力には一致せず，平均からのずれを持つ。このずれをݎଶと書くと， ݎሷଵ ൌ ;ሷଵݎ〉 〈ଵݎ ൅  ଶݎ

1 次元に射影されたエネルギー地形によって系の振る舞いを捕らえようとすることは，このݎଶを
無視して，次のような 1次元の運動方程式で系を近似することに相当すると考えられる。 ݎሷଵ ൎ ;ሷଵݎ〉  〈ଵݎ
 
 一例として，図 1 のように 2 個の井戸があるポテンシャルエネルギーをもつモデル系を考
える。この系を，斜め方向の軸ݎଵを選んで記述しようとした場合を考える。図 2にݎଵ方向に射
影されたエネルギー地形（平均力ポテンシャル）を示すが，射影によって 2 個の井戸が重な
ってしまい，1個の極小しかない地形になっていることが分かる。 
 ここで，上で述べた加速度の平均からのずれݎଶ ൌ ሷଵݎ െ ;ሷଵݎ〉 ଵ〉を無視せずに新たな座標と考ݎ
え，ሺݎଵ, ଶሻのݎ 2 次元でエネルギー地形を描くとどのようになるかを調べた。ここでは，計算
を簡単にするため「自由エネルギー地形」の考えを採用し，ሺݎଵ, ଶሻの平衡分布を描く。結果ݎ



 

図1．モデル系として考察した，2つの井戸をも
つ2次元のポテンシャルエネルギー。 

を図 3に示す。分布の極大が 2個現れており，これらは元の系がもっていた 2個の井戸に対
応すると考えられる。すなわち，加速度座標ݎଶを採用することによって，ݎଵのみへの射影では
失われていた情報（2個の井戸の存在）が回復されていることが分かる。また，ݎଶ ൌ ሷଵݎ െ ;ሷଵݎ〉 〈ଵݎ
が最初に選んだ座標ݎଵ(と，その加速度)の情報のみから計算できる量である点も，実際のシミ
ュレーションデータ等の解析において有用であると考えられる。ただし，図 3 に示された地
形は元の図 1 の地形に比べて非線形な変形を受けており，これは加速度座標ݎଶが元の系の座
標の関数としてみると複雑な関数になっているためと考えられる。 
 そこで，ݎଶ方向の速度 2乗平均〈ݎሶଶଶ		; ,ଵݎ ଶݎ ଶ〉を反映した非線形なスケーリングݎ ↦ 	 ଶݏ ൌ න ሶݎ〉1 22		; ,1ݎ ௥మ଴	1/2〈2ݎ dݎଶ 
によって座標ݏଶを導入し，ሺݎଵ, ଶሻの平衡分布を描いたところ，図ݏ 4のように比較的直線的な地
形が得られた。当日は，このようにして得られた 2 次元の空間をより良く記述するための座
標の選択や，リーマン幾何との関係について議論する予定である。 
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図2．図1の系を，斜め方向の座標ݎଵに射影した1

次元の平均力ポテンシャル地形

 
図3．ݎଵと加速度座標ݎଶで描いたエネルギー地形  

図4．ݎଵとスケールされた加速度座標ݏଶで描いた
エネルギー地形


