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【序】 

水素分子の運動を原子核を含めて量子力学的に扱うために、電子と核の状態をそれぞれ結合コ

ヒーレント状態として記述し、系全体の波動関数はその掛け合わせとして扱った。ここで結合コ

ヒーレント状態とは、ガウシアン基底で表現される中心位置、運動量をパラメータに持つ状態で

あり、巨大な自由度を持つ量子系を計算するために用いられる手法である[1]。この方法を用いれ

ば、波動関数のダイナミクスをガウシアン基底の中心位置と位相の時間変化として計算すること

ができる。ガウシアン基底を用いることで、従来法であるグリッド法と比較してパラメータの数

が少なくなり、その数は波動関数の空間的な広がりに依存せずに時間発展させることが可能とな

るため、計算コストを削減することが可能となる。本研究では、H2を例に、電子と核の運動が少

量のパラメータで効率よく求められることを示す。この手法は、強光子場中でのプロトンの超高

速分子内移動や、イオン化など、波動関数が空間的に広がる場合の理論計算に適したものである。 

【理論】 

 運動方程式は、変分原理から導かれる[2]。非相対論的量子力学においては、ラグランジアン𝐿と

作用𝑆は 
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と表され、運動方程式は最小作用の原理から次のように導かれる。 
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ここで、𝐻 = ⟨𝛹|�̂�|𝛹⟩, 𝑥�̇� = ∂𝑥𝑗 ∂𝑡⁄ であり、{𝑥𝑗}はガウシアンの中心位置や位相など、波動関数中の

パラメータの組を意味する。 

 分子の波動関数|Ψ⟩は、電子と核の波動関数の掛け合わせで、次のように表される。 

 |Ψ⟩ = |𝛼⟩|𝛽⟩  ,      |𝛼⟩, |𝛽⟩:電子と核のスレーター行列式 (4) 

これらのスレーター行列式は、ガウシアン基底|𝑧⟩ 
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を用いて構成される。ここで、𝛾はガウシアンの幅、𝑥は座標を表し、𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡)は軌道の運動量と

中心位置を表すパラメータである。 



 本手法では、運動方程式(3)に表れる∂𝐻 ∂𝑥𝑖⁄ 及び𝜂𝑖𝑗を解析的に求めることができるため、最急降

下法及び虚時間発展法によってエネルギーを最適化することが可能である。 

【結果と考察】 

 本研究では、電子系、プロトン系はそれぞれ 8, 2 基底関数を用い、電子、原子核は各々一重項

状態として(3)式を評価する。以上で求められた運動方程式を H2 に適用し、そのダイナミクスを

シミュレーションした。まず初めに、エネルギーの最適化を行った。具体的には適切な初期位置

に置かれたガウシアン基底の位置を最急降下法で最適化することによって、𝐻: −1.0346 →

−1.0649 a. u.となった。更に、この手続きで最適化された波動関数を虚時間発展法で最適化した。

図 1 はその時の各ガウシアン基底の中心位置の虚時間に対する時間変化を示している。実線は原

子核の、点線は電子のガウシアン基底の中

心位置を示している。ガウシアン基底は x軸

上に原点対称で配置されている。図 2 はそ

の際の全エネルギーの変化を示している。

全エネルギーは−1.0665 a. u.に向かって収

束しているが、これは NOMO 法による先行

研究から得られた−1.069 a. u.[3]とほぼ一致

している。ここで、図 2に示した虚時間 50 

a.u.までの最適化では完全には収束しきっ

ておらず、わずかに平衡位置からずれたも

のとなっている。 

 この最適化された状態を初期位置とし

て、実時間の運動を計算した結果を図 3 に

示す。図 3 は、各ガウシアン基底の中心位

置の変化を示している。核は 299 a.u. (7.2 fs)

の周期で振動していて、これは、初期状態が

先に述べた真の基底状態とわずかにずれて

いることに起因する。この周期は、水素分子

の振動周期の実験値 313 a.u. (7.6 fs)に近い

ものとなっている。電子は核に追従して動

いているが、実際には 50 as (2 a.u.)程度の周

期で振動している。また、この計算において

は、系全体のエネルギーは~3 × 10−6 %以内

で正しく保存した。 
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図 2: 虚時間発展における全エネルギー𝐻 = ⟨𝛹|�̂�|𝛹⟩
の変化。 

 

図 1: 虚時間発展におけるガウシアン軌道の中心位置の
変化。実線 (–)は核の、点線 (--) は電子の基底の中心を
示す。横軸の 1 a.u.は 24.19 アト秒である。 

図 3: 実時間発展におけるガウシアン軌道の中心位置
の変化。実線及び点線の定義は図 1 と同様である。核
と電子は x軸上を x=0を中心として対称に運動してい
る。 


