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Rigged QED のシミュレーション：原子核運動の寄与と近似法について
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Rigged QED(Quantum ElectroDynamics) [1]は電子・原子核の運動、またそれらと光
子の相互作用を場の量子論的に統一的に取り扱う理論であるが、この枠組みで時間発展
をシミュレートするための方法を議論する。特に原子核を表すシュレディンガー場の展
開方法・生成消滅演算子の時間発展の式・電流への寄与を導出し、またそれらの近似方
法を議論する。
電子陽電子を表すディラック場を ψ̂(ct, ~r) =

∑ND

n=1

∑
a=± êna(t)ψna(~r) のように電子の

消滅演算子 ên+(t)と陽電子の生成演算子 ên−(t)で展開し、原子核を表すシュレディンガー
場を χ̂N(ct, ~r) =

∑N ′
D

i=1 ĉNi(t)χNi(~r) のように原子核N の消滅演算子 ĉNi(t)で展開する。
それぞれの生成消滅演算子を用いて excitation operators Ênamb ≡ ê†na êmb と ĈNij ≡ ĉ†NiĉNj

を定義する。すると、これらの時間発展の方程式は、ディラック場演算子とシュレディン
ガー場演算子の時間発展の方程式より次のようになる。

i~
dÊnamb

dt
=

ND∑
r=1

∑
e=±

(
−ê†re Îrena êmb + ê†na Îmbre êre

)
, (1)

Înamb ≡ Î1namb + Î2namb + Î3namb + Î4namb , (2)

Î1namb =

∫
d3~r ψ†

na(~r)αi
(
−i~c∇i

)
ψmb(~r), (3)

Î2namb =

∫
d3~r ψ†

na(~r)αi
(
−(Zee)Â

i(x)
)
ψmb(~r), (4)

Î3namb =

∫
d3~r ψ†

na(~r)mec
2βψmb(~r), (5)

Î4namb =

∫
d3~r ψ†

na(~r)(Zee)Â0(x)ψmb(~r). (6)

i~
dĈNij

dt
=

N ′
D∑

k=1

(
−ĉ†NkÎNkiĉNj + ĉ†NiÎNjkĉNk

)
, (7)

ÎNij ≡ Î1Nij + Î2Nij + Î3Nij + Î4Nij, (8)

Î1Nij = − ~2

2mN

∫
d3~r χ∗

Ni(~r)~∇2χNj(~r), (9)

Î2Nij =
i~ZNe

mNc

∫
d3~r ~̂A(~r) ·

(
χ∗

Ni(~r)~∇χNj(~r)
)
, (10)

Î3Nij =
(ZNe)

2

2mNc2

∫
d3~r ~̂A(~r) · ~̂A(~r)χ∗

Ni(~r)χNj(~r), (11)

Î4Nij = (ZNe)

∫
d3~r Â0(~r)χ

∗
Ni(~r)χNj(~r). (12)



ここで、Ze = −1でZN はN 番目の原子核の電荷数。me、mN はそれぞれ電子、原子
核N の質量である。光子場 Âµ(x)については、クーロンゲージを用い、以下のようにな
る。スカラーポテンシャルは

Â0(ct, ~r) =

∫
d3~s

ρ̂(ct, ~s)

|~r − ~s|
, (13)

= Zee

ND∑
p,q=1

∑
a,b=±

ψ†
pa(~r)ψqb(~r)Êpaqb +

NN∑
N=1

N ′
D∑

i,j=1

ZNeχ
∗
Ni(~r)χNj(~r)ĈNij (14)

となる。ベクトルポテンシャルは ~̂A = ~̂Arad + ~̂AAとしたとき、

Âk
rad(~r) =

√
4π~2c√
(2π~)3

∑
σ=±1

∫
d3~p√
2p0

[
â(~p, σ)ek(~p, σ)e−icp0t/~ei~p·~r/~

+â†(~p, σ)e∗k(~p, σ)eicp0t/~e−i~p·~r/~
]
(15)

~̂AA(ct, ~r) =
1

c

∫
d3~s

~̂jT (cu,~s)

|~r − ~s|
, u = t− |~r − ~s|

c
(16)

で、â(~p, σ)は光子の消滅演算子で ekは偏極ベクトル、~̂jT (~r) = ~̂j(~r) − ~̂jL(~r)で、

ĵk(x) =

ND∑
p,q=1

∑
a,b=±

jk
paqb(~r)Êpaqb

+

NN∑
N=1

N ′
D∑

i,j=1

{
jk
N(~r)ĈNij −

(ZNe)
2

mNc
nNij(~r)

(
Âk

radĈNij + ĉ†NiÂ
k
AĉNj

)}
(17)

ĵk
L(x) =

1

4π

∂

∂xk

∂

∂t
Â0(x) (18)

である。ここで、

jk
paqb(~r) = Ze e c

[
ψ†

pa(~r)γ0γkψqb(~r)
]

(19)

nNij(~r) = χ∗
Ni(~r)χNj(~r) (20)

jk
Nij(~r) = −ZNe

i~
2mN

{
χ∗

Ni(~r)∇kχNj(~r) −
(
∇kχ∗

Ni(~r)
)
χNj(~r)

}
(21)

である。
また、このような演算子の時間発展方程式を密度行列の方程式で近似する方法を議論
する。
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E. S. Kryachko, (Kluwer Academic, Dordrecht, 2003), Vol. 2, p. 211; J. Mol. Struct.

(THEOCHEM), 943, 138 (2010).


