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大規模分子系に対するガウス-有限要素クーロン積分法の開発 
 

（東大院工）○倉重 佑輝, 中嶋 隆人, 平尾 公彦 
 
[序] 我々は，ナノマテリアルや生体分子など大規模分子系における新たな構造・現象の発現
を目指し，大規模な分子系の電子状態計算に適した分子理論の開発を行ってきた．密度汎関
数法は軽い計算負荷ながらも比較的精度の高い計算が実現できるので，大規模分子系の計算
に適した方法である．ガウス型基底を用いた Kohn-Sham 密度汎関数法において最も計算時
間を必要とする部分は４中心２電子反発積分を要するクーロン積分の計算であり，その２電
子反発積分の数すなわち計算時間は分子の大きさ N に対して O(N4)のスケールで増大する．
そこで大規模な分子系の計算を実現するために，分子の大きさに対して計算時間が穏やかな
スケーリングで比例するクーロン積分の近似計算法を新たに開発した． 
 本研究では O(N)でクーロン積分を高速に計算するガウス-有限要素クーロン積分法(GFC
法) という方法を開発した．GFC 法では一様な立方体有限要素基底と原子核を中心とする局
在ガウス型基底からなる混合補助基底を用いてクーロンポテンシャルを関数展開する．これ
により時間のかかる２電子反発積分を回避することができる．RI法や平面波補助基底法など，
これまでに提案されている補助基底法が電子密度を関数展開するのに対し，GFC 法ではクー
ロンポテンシャルを関数展開するのが特徴である． 
 
 [方法] GFC 法ではクーロンポテンシャルを式(1)のように補助基底
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方程式に適切な境界条件を課して解くことにより得る．そしてクーロン積分を式(3)の重なり
積分より計算する． 
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補助基底には，一様な立方体有限要素と原子核を中心とする局在ガウス関数からなる混合補
助基底を用いる．これは核付近のクーロンポテンシャルが孤立原子の状況から大きく変化し
ないことから，少数の局在ガウス関数により展開する方が効率的であるという考えに基づく
ものである．
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あり，式(2)は共役勾配法などの反復法を用いて補助基底の数すなわち分子の大きさに対して
O(N)の計算量で解くことができる． 
  式(3)のクーロン積分はガウス基底と補助基底の３中心１電子重なり関数であり，局在性
を利用した適切な積分スクリーニングによりO(N)の計算量で計算することができる．境界値
条件を評価するためには，境界点におけるクーロンポテンシャルを解析積分により計算して
いたが，境界点と分子は遠く離れているので高速多重極子展開法を用いることにより大幅に
高速化することができた． 
 
[結果] 分子の大きさに対する計算時間のスケーリングを計測するため，様々なサイズの３次
元ダイヤモンド小片の計算を行った．基底関数にはSVPを，有限要素補助基底には幅1.8bohr
の立方体と 3 次 Lagrange 内挿多項式を，各 C 原子に[7s2d]と H 原子には[3s]のガウス型補
助基底をそれぞれ用いた．比較のために Analytical，FMM，RI の結果を共に下図に示す． 

 
分子の大きさ（基底関数の数）に対する計算時間のスケーリングはそれぞれ Analytical: 
O(N3.0)，FMM: O(N2.5)，RI: O(N2.6)，GFC: O(N1.1) であった．GFC 法は局在した補助基底を
用いているため，３次元に広がった分子系にも有効な方法である． 
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